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Introduction

Ce mémoire a été réalisé lors d’un stage a 'Institut Camille Jordan, d’avril & juillet
2014, et encadré par Nicolas Ressayre. Je le remercie d’ailleurs beaucoup pour toute
son aide et toutes ses explications. Il s’agit du deuxiéme mémoire que j’écris sous son
encadrement (aprés un mémoire de master Mathématiques Générales ’an dernier), et
j'apprécie bien de travailler avec lui.

Le but de ce mémoire était de comprendre des travaux de Shrawan Kumar (de I'Uni-
versité de Caroline du Nord) concernant la dimension de l'espace de poids zéro dans une
représentation irréductible d’un groupe algébrique semi-simple. Il s’agit d’un cas parti-
culier du probléme appelé "Probléme de branchement". Celui-ci consiste en la situation
suivante : étant donnés deux groupes réductifs complexes G C G et une représentation
irréductible V() de G, de plus haut poids A, on décompose cette derniére en somme
directe de représentations irréductibles de G :

ou, pour tout A, 0(5\, A) est la multiplicité de V() dans cette décomposition. On cherche
alors & étudier ces multiplicités. Le cas particulier traité par Kumar, auquel on va s’in-
téresser, est celui ou G est un tore maximal de G. Il obtient, dans un article [KP14] de
2014 intitulé "Dimension of zero weight space : an algebro-geometric approach" et écrit
en collaboration avec Dipendra Prasad (de 'Institut de Recherche Fondamentale Tata,
en Inde), le résultat suivant : la dimension du sous-espace de poids zéro (i.e. formés des
points fixés par le tore maximal) de la représentation V(A) de plus haut poids A est
une fonction (de \) quasi-polynomiale par morceaux. Il annonce également qu’on peut
prouver, de la méme maniére, un comportement similaire pour la dimension de n’importe
quel sous-espace de poids, et méme pour la dimension de tout sous-espace H-invariant,
pour tout sous-groupe réductif H.

Avant de pouvoir se pencher sur cet article de Kumar et Prasad, il a fallu étudier en
détail un premier article de Shrawan Kumar : "Descent of line bundles to GIT-quotients
of flag varieties by maximal torus" [Kum08|, paru en 2008. Il y démontre un résultat
primordial pour obtenir celui mentionné précédemment. De plus, encore préalablement
& ceci, j’ai dG me familiariser avec la notion de fibré en droites, puis comprendre toute la
construction du GIT-quotient d’une variété projective par un groupe réductif. J’ai étudié
pour ceci plusieurs chapitres du livre d’Igor Dolgachev : "Lectures on Invariant Theory"
[Dol03], que je résume de maniére extrémement concise au début de la premiére partie.



1 Descente de fibrés en droites & des GIT-quotients

On considére dans cette section un groupe algébrique complexe semi-simple G qui est
connexe et simplement connexe. Comme c’est habituellement le cas, on va prendre dans
G un tore maximal T, et P un sous-groupe parabolique contenant T'. On a alors la variété
de drapeaux Y = G/P. On va considérer un fibré en droites sur Y et notre objectif va
étre d’obtenir une condition nécessaire et suffisante pour que ce fibré "descende" a un
certain GIT-quotient de Y par T (on précisera ce que signifient ces notions). On se base
pour cela sur un article de Shrawan Kumar [KumoO8§]|.

1.1 Rappel sur les GIT-quotients

Mais commengons tout d’abord par un treés rapide rappel sur les GIT-quotients (la
référence utilisée pour ceci est le livre de Dolgachev [Dol03]). Si on considére une variété
projective X sur laquelle agit un groupe réductif G, le but est de construire un bon
quotient catégorique de X par G. Mais cela ne va pas étre possible de quotienter de cette
maniére X en entier. On prend donc un fibré en droites £ ample et G-linéarisé sur X
(i.e. muni d’une action de G linéaire sur les fibres, telle que la projection sur X associée
a L est G-équivariante) et on définit différents sous-ensembles de X :

Définition 1.1. (i) Soit x € X. Le point x est dit :

— semi-stable (par rapport a L) s’il existe m € N* et s € HO(X,LZ™)C (i.e. s est
une section G-invariante du fibré en droites L™ ) telle que s(x) # 0.

— stable (par rapport o L) s’il existe m et s comme dans le cas précédent et si, de
plus, le stabilisateur G de x est fini et 'orbite G.x de x est fermée dans 'ensemble
des points semi-stables.

— instable (par rapport 6 L) s’il n’est pas semi-stable.

(1) On note respectivement X*°(L), X5(L), et X"5(L) l'ensemble des points semi-stables,
stables, et instables.

Remarquons immédiatement que X*(L) et X*(L) sont des ouverts de Zariski. On
peut alors montrer :

Proposition 1.1. Il existe un bon quotient catégorique de X**(L) par G :
T X%¥(L) — X*¥(L) ] G.

De plus, la restriction du quotient m & X*(L) est un bon quotient géométrique, et X*5(L) )/
G est une variété projective.

Remarque : Rappelons que la différence entre bon quotient catégorique et bon quo-
tient géométrique est simplement que, pour un bon quotient catégorique, toute fibre
contient une seule orbite fermée alors que, pour un bon quotient géométrique, toute fibre
est une orbite.



Pour construire ce quotient X**(L) / G, il s’agit de recouvrir X**(£) par un nombre
fini d’ensembles X, = {y € X /si(y) # 0}, qui sont des ouverts affines. On sait alors
construire sans probléme un bon quotient catégorique sur chacun des X, et il faut
ensuite recoller ces quotients en utilisant ce que 'on appelle les données de recollement.
Pour la démonstration compléte, voir [Dol03].

1.2 Notations nécessaires dans cette partie

Comme indiqué précédemment, on considére G un groupe algébrique sur C semi-
simple, connexe, et simplement connexe. Soient T un tore maximal de G, B un sous-
groupe de Borel contenant 7', et P un sous-groupe parabolique contenant B. On note
B~ le sous-groupe de Borel opposé de G (i.e. le sous-groupe de Borel tel que BNB™ =T,
ou encore le sous-groupe de Borel dont les racines sont les opposées de celles de B), et
U,U~ les radicaux unipotents respectifs de B, B~.

On notera I'algébre de Lie de tout groupe algébrique considéré par la lettre gothique
associée : par exemple g, p, b, t. Soient A D’ensemble des racines de g par rapport a
la sous-algeébre de Cartan t, et A" son sous-ensemble formé des racines de b, appelées
racines positives. Dans ce dernier ensemble, on prend encore des racines particuliéres : les
racines simples a1, ..., a7, dont ’ensemble noté II forme une base du systéme de racines

A.

On note également, pour toute racine a € A, g, 'espace radiciel associé a «a. Soit
W le groupe de Weyl de G et notons, pour tout ¢ € [1,1], s; € W la réflexion simple
correspondant & la racine simple «;, ainsi que @ la coracine correspondant a ;. Clest
le moment d’introduire les différents réseaux qui vont étre utilisés :

I
Q=Pzaict
i=1
est le réseau des racines,
A={)et"/Vie[l], M) € Z}
est le réseau des poids, et
!
QY = @Za;/ ct
i=1
celui des coracines. On note
AT ={Net/Vie[1,]], Ma)) € N}

Pensemble des poids entiers dominants (sous-ensemble de A).

Soit X*(T') le groupe des caractéres de 7. En prenant la dérivée d'un caractére en
I’élément neutre, qui va de T dans C*, on obtient une application linéaire de t dans C, i.e.



un élément de t*. Ceci nous permet d’injecter X*(7') dans t*, car deux caractéres ayant
la méme dérivée en 1’élément neutre sont égaux. Mais, ici, on a méme plus précisément
X*(T) ~ A car G est simplement connexe. Pour A € A, on notera e* € X*(T') le caractére
correspondant (ceci pour des raisons pratiques : dans A, la loi est ’addition, alors que
la loi de groupe de X*(T) est la multiplication). Ce caractére e* se prolonge de maniére
unique en un caractére de B.

Remarque : Le diagramme suivant peut étre intéressant afin de se rappeler quels sont
les différents ensembles considérés et leur disposition les uns par rapport aux autres :

Sa

QY C t D copoids
QIR
X.(T)

ou les copoids sont définis & partir des racines de la méme maniére dont les poids sont
deéfinis & partir des coracines (c’est le sens des deux fleches pointillées). Nul besoin de les
définir vraiment, puisque nous ne les utiliserons pas. Dans le cas d’un groupe simplement
connexe, les inclusions en bleu sont des égalités et, s’il s’agit d’'un groupe adjoint, ce
sont les inclusions en vert qui sont des égalités (par définitions). De plus, quand on note
X*(T) C t*, c’est un abus : cela provient de I'identification expliquée précédemment. De
méme pour X,(7T) C t, cela provient d'une identification que l'on obtient en dérivant
les sous-groupes & un paramétre de T' (qui sont les éléments de X, (7')). On reviendra
précisément & cette derniére identification bien plus tard.

Faisons une derniére remarque sur 'importance de ces ensembles : il existe un théoréme
de classification qui dit qu’un groupe semi-simple est caractérisé par la donnée de son
systéme de racines et de X*(7T).

Revenons aux derniéres notations que nous avons a définir. Pour tout poids dominant
A € AT, on note V(A) la représentation irréductible (unique a isomorphisme pres) de
g de plus haut poids A. Définissons ensuite des objets qui dépendent du sous-groupe
parabolique P choisi :

IIp = {a; € I/ — a; est une racine de p},
APZ{AEA/VOQ e Ilp, )\(Oé;/):()},
AS = Apn At

et
%Z{)\EAP/VOQGH\HP, )\(Oz;/)>0}.



En particulier, on remarque que, si on a P = B, alors on a IIg = () et donc simplement
Ap = A et Ag = AT. De plus, pour A € A, e se prolonge en un caractére de P si et
seulement si A € Ap.

On en arrive aux derniéres définitions et notations de cette partie, qui vont concerner
le fibré en droites considéré sur Y. Soit A € Ap. On note C_), la représentation complexe
de dimension 1 de P donnée par le caractére e=*. Le sous-groupe P agit alors sur le
produit G x C_, par, pour tous p € P et (g,v) € G x C_j,

p.(9,v) = (gp~ " e M(p)o).

Cela nous donne une relation d’équivalence sur G x C_y : deux couples (g,v) et (¢',v")
sont équivalents s’ils sont dans la méme orbite pour cette action de P. On a alors un
quotient de G x C_) par cette relation d’équivalence, que ’on note G x p C_». La classe
d’un élément (g,v) € G x C_j est notée [g,v].

On pose ainsi Lp(A) = G xpC_j, qui est un fibré en droites T-linéarisé sur la variété
de drapeau Y = G/P. En effet, la projection associée a ce fibré en droites est

m: Lp(A) — Y
lg,0] > gP

Le tore T agit bien str sur Y par multiplication & gauche et sur £Lp(A) par la formule
vt € T,V[g,v] € Lp(A), t.[g,v] = [tg,v]

(on vérifie sans probléme que c’est une action bien définie et linéaire sur les fibres). De
plus, on a bien, avec ces actions ainsi définies, pour tout ¢t € T et tout [g,v] € Lp (),

m(t.[g,v]) = 7([tg,v]) = tgP = t.7([g,v]).

Enfin, un dernier résultat que 'on donne : le fibré en droites L£p(A) est ample si et
seulement si A € A%.

1.3 Existence de points semi-stables

Comme notre but va étre de considérer un GIT-quotient de Y par T, il va nous falloir
regarder un ensemble de points semi-stables. On prend donc A € A% et on a ainsi un
fibré en droites sur Y ample et T-linéarisé : Lp(A). Cela nous donne un ensemble de
points semi-stables par rapport a ce fibré en droites, que l'on note Y**(\). La premiére
chose que I'on va vouloir montrer est que Y**(\) est non vide. Pour cela, on commence
par rappeler un résultat bien connu :

Lemme 1.2. Soient p € A et B = {B1,...,8n} C AT tel que Uindice du sous-réseau
2B = ZLp1 + -+ + LBy, dans le réseau @Q est fini. On note g(B) la sous-algébre de Lie
semi-simple de g dont les racines sont les racines de g éléments du réseau ZS3 (on a en



particulier, t C g(B)). On prend également v:[ un vecteur non nul de plus haut poids de

V().
Alors, Uespace de poids 0 du sous-module U(g(B)).v,) de V(i) est non réduit a zéro si et
seulement si p € Z3.

Ce résultat, appliqué dans notre cas a § = Il et u = nA, nous donne que, pour tout
n € N*, V(n\)T # {0} si et seulement si nA € Q (car V(n\)T est I'espace de poids 0,
puisque le poids 0 correspond (par la correspondance donnée dans la partie précédente)
au caractére trivial (i.e. constant et valant 1) de T'. Nous avons alors un deuxiéme lemme
a utiliser :

Lemme 1.3. Soit g € G. Alors, gP € Y*5()\) si et seulement s’il existe n € N* et v:/\ un
vecteur non nul de plus haut poids de V(n\) tel que g.v;}\ a une composante non nulle
selon Uespace de poids 0.

Démonstration. Par définition, gP est un point semi-stable si et seulement s’il existe
n € N* et une section s € HO(Y, Lp(n)))7 telle que s(gP) # 0. Cela provient simplement
du fait que Lp(\)®" ~ Lp(n\) (puisque les caractéres (e™)™ et e™™ sont les mémes,
d’on 'intérét de cette notation).

Soient n € N* et v, un vecteur non nul de plus haut poids de V' (nA). Considérons alors
Iisomorphisme G-équivariant suivant :

Y: V) — HOY,Lp(n\)
[ <9P'—>[9> (g’l-f)\c%])

(en identifiant (Cv;“/\ a C en envoyant v;“/\ sur 1). Voir que x est G-équivariant n’est pas
difficile : pour tous go,g € G et f € V(n\)*,

(gox(MN(@P) = go0-(x(f) (g5 '9P))
= 9. [9619, (g‘lgo'f)\(c%]
[g, (97 90-Dlcyr,
= x(90-f)(gP).

Par contre, voir qu’il y a isomorphisme entre V(n\)* et H(Y, Lp(n)\)) est bien plus
compliqué : il faut d’abord voir que

H°(Y, Lp(n))) =~ {f € C[G] /Y9 € G,Yp € P, f(gp) = e"*(p)f(9)},

puis utiliser le théoréme de Frobenius et le fait que, pour un poids u,

{0} sip#n
C sipu=n\ "~

V(1)) =~

En utilisant 'isomorphisme ¥, on a donc :

gPeY*(\) < neN, 3fe(V(nN)"/x(f)gP)#0
— IneN:3fc (V(nN)T/ (g_l.f)hcv:; £0
<« dneN 3f e (VN flgul) #0.
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Pour conclure, décomposons V(n\) en somme directe du sous-espace de poids 0 et d’'un
sous-espace T-stable S ne contenant aucun point T-fixe non nul :

V(i) =VinA)T @ S.
Le vecteur g.v:{A se décompose en v! + s selon cette somme directe. Puisque
V(nA)* ~ (Ve @ $* ~ (V(n\)")T @ 5%,

avec S* sous-espace T-stable ne contenant aucun point T-fixe non nul, on a v? # 0 si et
seulement s'il existe n € N* et f € (V(nA)*)T tel que f(g.v},) # 0.

Finalement, on obtient ainsi que gP € Y*°(\) si et seulement sl existe n € N* et v:/\ un
vecteur non nul de plus haut poids de V(n\) tel que g.v;{)\ a une composante non nulle
selon 'espace de poids 0. ]

On peut grace a cela obtenir que Y*¥(\) # () (en particulier, Y**()\) est donc dense
dans Y, puisqu’il s’agit d'un ouvert de Zariski). En effet, on a A € A donc, comme @
est d’indice fini dans A, il existe n € N* tel que nA € Q, i.e. V(n\)T # {0} (d’apres
ce qui précede le deuxiéme lemme). Ainsi, si on prend v:{/\ un vecteur non nul de plus
haut poids dans V(nA), comme celui-ci engendre la représentation,V (n)), il existe g € G
tel que g.v:/\ a une composante non nulle dans V(nA)7, i.e. gP € Y*%()\), par le lemme

ci-dessus.

Remarque : Remarquons que les deux lemmes précédents sont également vrais dans
le cas on le groupe G est juste réductif (et pas nécessairement semi-simple et simplement
connexe). C’est plus général que le cadre de cette section 1, mais cela nous sera utile
dans la section 2.

1.4 Des lemmes préliminaires au résultat principal

Nous allons tout d’abord donner (et démontrer) cinq lemmes qui nous seront utiles
dans la démonstration du résultat principal de cette partie. Pour commencer, intéressons-
nous aux sous-groupes d’isotropie pour 'action de T sur Y par multiplication a gauche.
Ona,pourteT et g €@,

tgP = gP <= tg € gP <=t € gPg .
Ainsi, pour tout g € G, le sous-groupe d’isotropie de gP est :
Isp=TnN gPg L.

Lemme 1.4. Pour tous g € G et u € Ap, le sous-groupe d’isotropie Ip agit trivialement
sur la fibre Lp(p)|,p si et seulement si e”|pq 11, est constant et vaut 1.



Démonstration. Soient g € G et u € Ap. Remarquons tout d’abord que le sous-groupe
d’isotropie agit bien sur la fibre de gP puisque :

vt € T7 Vo € EP(M)’gPa S ﬁp(u)‘tgP7

car Lp(p) est T-linéarisé. Donc, pour le sous-groupe d’isotropie Iyp, t.x reste dans la
fibre de gP.
Ensuite, pour tous t € Iyp et v € C_,, \ {0},

tlg,v] = [tg,v]
= [g9~"tg, ]
= [g,e H (g7 tg)v] car g~'tg € P et par définition de G xp C_,,.

Ainsi, t € Igp agit trivialement sur Lp(p)|,p si et seulement e M(g7tg) = 1. Or,
{g7g; t € I,p} = PNg 'Tg. D'oi le résultat. O

Donnons quelques nouvelles notations avant le lemme suivant : N(T) est le normali-
sateur de T' dans G. On définit également le sous-groupe parabolique opposé de P, noté
P, par son algébre de Lie qui est :

ot A(p) désigne I'ensemble des racines de p. On note enfin U, le radical unipotent de
P~

Lemme 1.5. Soient w € N(T'), u € Uy et p € P. On pose g = wup. Alors,
p (T Nnu'Tup=Png 'Ty.

De plus si, dans ce qui précéde, on suppose seulement u € U™, alors une inclusion reste
vraie :
p (T nu'Tupc Png 'Ty.

Démonstration. Montrons tout d’abord la premiére assertion : on a, par définition de g,
Png 'Tg=Pnp v w Twup,

i.e.

Png'Tg=p Y (PnutTu)p,
car w € N(T). De plus, si u™tu € P, alors u™tut™' € PNUp = {1}, dot u™Hu = ¢.
Ainsi, PNu~'Tu C T et donc p~*(PNu~'Tu)p C p~'Tp. D'ou

PngTgcptTpng Ty



Réciproquement, p~'Tp C P et donc p~'TpNg~'Tg c PNg 'Tg. Donc
Png'Tg=p'Tpng Ty
Or, on a déja vu que g~ 'Tg = p~H(u™'Tu)p. D’on
Png 'Tg=p (T nu'Tu)p.
Pour démontrer la deuxiéme assertion, il suffit de repartir de
Png 'Tg=p Y (PnutTu)p,
car p~ (T Nu™Tu)p C p~Y(PNu1Tu)p. O

Comme dans la partie précédente, on prend A € Ap. On a justement vu dans cette
partie-la que Y*5(\) # 0.

Lemme 1.6. Soit gP € Y**()\). Alors, il existe n € N* tel que

el 1.

Png—1Tg

En particulier, si on désigne par (PN g~ 'Tg)° la composante neutre de PN g~ 'Tg,
1.

2
(PNg~1Tg)°

Démonstration. Introduisons une nouvelle notation : pour tout n € N* et tout v € V(n),
on note [v]p la composante de v selon l'espace de poids zéro dans V(n).

Alors, par le lemme 1.3, puisque gP est semi-stable, il existe n € N* et v}, € V(n))\ {0}
un vecteur de plus haut poids tel que [g.v:/\]g # 0. Or, pour tout t € T,

[(tg)-v;\]o = [g-v;3]o

(puisque "de poids 0" signifie "fixé par T"). De plus, pour t € T N gPg~!,

[g.0500 = [(tg)-v3]o = (99 "tg)-vJo = €™ (g™ tg)[g-v}\]o,

d’oil €™ (g~ tg) = 1. Ainsi, pour tout p € PN g~ 'Tg, e™(p) = 1.

Pour démontrer la deuxiéme assertion (apres le "en particulier"), il suffit d’utiliser ce que
Pon vient de montrer, le fait qu’un tore connexe S est un groupe divisible (i.e. que, pour
tout n € N* et s € 9, il existe t € S tel que t" = s), et que e est un caractére. ]

Lemme 1.7. Soit x € u~. On note B, C AT l’ensemble des racines positives dont les
opposées apparaissent lors de la décomposition de x selon la somme directe des espaces
radiciels. Plus explicitement,

T = Z T_q

OLEBI
avec, pour tout o € By, r_o # 0. Alors, en posant u = Exp x,

Tnu'Tu= [ {teT/e*(t)=1}.
a€fy

En particulier, pour tout poids € A, |, -1, = 1 st et seulement si i € Z3;.
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Démonstration. Soit t € T Nu~'Tu, i.e. utu™' € T. Alors, utu™'t=' € TNU~ car T
normalise U~. De plus, TNU~ = {1}, donc utu~! =t¢, i.e. tut~! = u. Ainsi,

Expxz = u

tut™!

t Exp(x)t~!
= Exp(Ad(t)(z))

= Exp Ze_a(t)wfa ’

aE,Bz

car Ad(¢) est un élément de t qui opére sur les espaces radiciels g_, par multiplication
par —a(Ad(t)) = e~ *(¢t) (d’apres la correspondance déja évoquée entre poids - une racine
est en particulier un poids - et caractéres). En outre, Exp|, est une bijection, et donc

Z e Y (t)r_q = Z T_q-

Ainsi, puisque la somme des espaces radiciels est directe, on a, pour tout « € S, e~ () =
1. D’ou
Tnu'Tuc (| {teT/e*(t) =1}
€fy
Réciproquement, si on prend un élément ¢ du membre de droite, on a & nouveau

Z e Y (t)r_q = Z T_q-

D’ot, par les mémes calculs que précédemment, tut™! = wu, ie. utu™' = t, et donc
t € u~'Tu. On obtient ainsi Iinclusion réciproque.

1l reste & prouver ’assertion suivant "En particulier". Pour cela, on pose

¢€: T — Homg(A,CY)
t o (e et(t)

Vérifions rapidement que cela définit un isomorphisme :
— L’application ¢ est clairement un homomorphisme de groupes.
— Soit t € T tel que, pour tout pu € A, e#(t) =1, i.e. x(t) =1 pour tout x € X*(T).
Alors, t = 1. D’on l'injectivité de &. R
— Soit ¢ € Homg(A,C*). Comme Homgz(A,C*) ~ Homgz(X*(T),C*) = X*(T), il
existe t € T tel que, pour tout p € A, p(u) = e#(t). D’ou la surjectivité de &.
On a alors :

QTN 'Tu) = {6(); te () (T /() =1}}
{p+— e“(t)a;efze T /Va € By, e*(t) =1}
{¢ € Homz(A,C*) /Va € Bz, ¢(a) =1}
Homy(A/ZB,,C*)
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par passage au quotient. De plus, si u € A\(Zf,), alors u+7Z8, # 0+Zp; et donc il existe
f € Homy(A/ZB,,C*) tel que f(u+ ZBy) # 1. Ainsi, si p € A\ (Z5,), alors, par l'iso-
morphisme juste au-dessus, il existe t € TNu"Tu tel que e (t) # 1, i.e. eF|pry-17, Z 1.
Par contraposée de ceci, on obtient I'implication directe de I’assertion aprés "En parti-
culier".

Montrons maintenant 'implication réciproque : soit p € Zf,. On a montré que, pour
tout t € T Nu~ Tu, pour tout a € By, e*(t) = 1. Donc, pour tout t € T Nu~'Tu, par
produits (et passages a I'inverse), e#(¢) = 1. D’ou I'implication réciproque. O

Introduisons & nouveau deux notations supplémentaires : pour tout Z-module (ou
groupe abélien, c’est la méme chose) M, on note Tor M le sous-groupe de torsion de M
(i.e. Tor M = {z € M /3In € N* tel que nx = 0}), et MV = Homg (M, C*).

Lemme 1.8. Soit S C AT. On note Tg = ﬂ {teT/e(t) =1}, et T§ la composante

aesS
neutre de Tg. Alors,

Ts/T§ ~ Tor(A/ZS)".

Démonstration. On va de nouveau utiliser I’isomorphisme £ vu dans la démonstration
précédente :
& T — A
b (e er(t)
Alors,
§(Ts) = {p€Homz(A,C)/Vaes, pla) =1}
= {p € Homz(A,C*) /VYa € ZS, ¢(a) =1}
~ (A/ZS)V.

De plus, décomposons A/ZS, grace au théoréme de structure des groupes abéliens de
type fini, en :
A/ZS ~ Tor(A/ZS) & L,

ol L est un Z-module libre. On a alors
(A/ZS)V ~ Tor(A/ZS)V x LY.

De plus, si on note m le rang du Z-module libre L, on a LY ~ (C*)™. Ainsi, Tg ~ LY, et
donc
Ts/Té ~ Tor(A/ZS)" .

Donnons enfin un dernier lemme :

Lemme 1.9. Soient H un groupe réductif agissant sur une variété projective X, et L
un fibré en droites ample H-linéarisé sur X. On note X*°(L) /) H le GIT-quotient de
X*5(L) par H. Alors, un fibré vectoriel S H-linéarisé sur X descend en un fibré vectoriel
sur X*5(L) J H si et seulement si, pour tout x € X5(L), le sous-groupe d’isotropie I,
associé agit trivialement sur la fibre S,.

12



Démonstration. On peut la trouver par exemple dans un article de J.-M. Drezet et M.
S. Narasimhan [DN89]. L’implication directe n’est pas difficile; le sens réciproque 'est
beaucoup plus. O

C’est sans doute une bonne idée, a4 ce moment-l4, de préciser ce que signifie qu’'un
fibré vectoriel descend en un fibré vectoriel sur un GIT-quotient.

Définition 1.2. Reprenons les notations du lemme tout juste énoncé. On dit qu’un fibré
vectoriel S H-linéarisé sur X descend en un fibré vectoriel sur X*(L) | H s’il existe un
fibré vectoriel H-linéarisé sur X*°(L) |/ H (voir a ce propos la remarque ci-dessous) dont
le tiré en arriére a X**(L) (pour la projection canonique de X**(L) sur X**(L) ) H) est
isomorphe de maniére H-équivariante a la restriction de S a X*°(L).

Cette définition sera sans doute bien plus claire avec le schéma que voici :

S S’

X D X%(L) u XSS(Z:) J H

avec T(8') = S| xus(r) de maniere H-équivariante.

Remarquons que, puisqu’il s’agit d’un (bon) quotient catégorique, le groupe H agit tri-
vialement sur le quotient X**(L) / H. Par conséquent, une H-linéarisation d’un fibré en
droites -disons M- sur X**(L) / H est donnée par un caractére x de H :

Vh € H, Ym € M, h.m = x(h)m.

Terminons cette section avec une remarque importante.

Remarque : Puisque Y**(\) est non vide (on ’a montré dans la partie 1.3) et Zariski-
ouvert dans Y, on peut trouver, par densité, un point semi-stable dans Y de la forme
Exp(z)P, avec z € u~ tel que 8, = At,

Plus généralement, soit 3 C A™ tel que le sous-réseau Zf est d’indice fini dans Q. Alors,
il existe n € N* tel que nA € Zf3. D’ot, d’aprés le lemme 1.2, pour un vecteur v;f/\ #0
de plus haut poids de V(n\),

(U (g(8)-v)" # {0},

- (U((8)v)")F # {0},

Or, si on note G(3) le sous-groupe connexe semi-simple de G dont ’algébre de Lie est g(3)
et P(8) = PNG(B), qui est un sous-groupe parabolique de G(8), on a ((U(g(B)).v;,)*)"

13



qui est (isomorphe a) l'espace des sections T-invariantes du fibré en droites Lp(\) res-
treint & G(B)/P(B). Le fait que cet espace de sections soit non trivial implique que
(G(B)/P(8))**() est non vide. Enfin, (G(8)/P(8))**(\) = (G(8)/P(8)) N Y**(A) (Vin-
clusion réciproque est immeédiate ; pas I'inclusion directe, mais nous n’avons pas la place
de tout détailler). Ainsi,

(G(B)/P(B) NY**(A) # 0.
Par conséquent, de nouveau par Zariski-densité, on peut trouver un élément semi-stable
de Y de la forme Exp(x)P, avec z € u™ tel que (3, est ensemble des racines positives
de G(B) (i.e. les racines de BN G(f)).

1.5 Le théoréme principal de cette section et sa démonstration

Comme dans les parties précédentes, on prend A € A% afin d’avoir Lp(X) qui est un
fibré en droites ample G-linéarisé sur Y. On note Y (\) / T le GIT-quotient de Y**(\)
par T

Théoréme 1.1. Le fibré en droites Lp(\) descend en un fibré en droites sur Y (\) /T si
et seulement si, pour toute sous-algébre de Lie semi-simple s de g contenant t (de telles
sous-algébres sont nécessairement de méme rang que g),

A€ ZAT(s),
ot At (s) = AT N A(s) est l’ensemble des racines positives de s.
Démonstration. Par le lemme 1.9 :
Lp(A) descend a Y(X) /T <= VgP € Y**(\), Iyp agit trivialement sur Lp(A)gp.

Donc, d’aprés le lemme 1.4,

Lp(A) descend a Y(\) ) T <= VgP € Y**(\),
Png—1Tg

Il
—

De plus, on remarque que
U wUpP
weN(T)
est un ouvert (réunion d’ouverts) T-stable (il suffit de I’écrire) de G/P dont le com-
plémentaire ne contient aucun point fixe par 7' (ils sont tous dans cet ouvert). Si ce
complémentaire n’était pas vide cela contredirait le théoréme du point fixe de Borel.
Donc
G/P= |J wUpP.
weN(T)

Ainsi,

e =
Pn(wu)~1Twu

Lp(X) descend A Y () | T <= Yw € N(T),Vu € Uy tels que wuP € Y**(\),
1.
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Donc, par le lemme 1.5,

Lp(A) descend a Y (N) /T <= Vw € N(T),Yu € Uy tels que wuP € Y*(\

6)\ =

TNu=1Tu

)7
L.

Utilisons & présent le lemme 1.7 :

Lp(A) descend a Y (\) /T <= VYw e N(T),Yu € Uy tels que wuP € Y*9(X),
A € ZpBy, avec x € u” tel que Expz = u.

On va a présent montrer par double implication I’équivalence annoncée dans I’énoncé.
On commence par 'implication directe.

On suppose que Lp(\) descend a Y (A\) /T, i.e. (d’aprés ce que l'on vient d’obtenir)

pour tous w € N(T) et u € Uy tels que wuP € Y*()), en prenant € u~ tel que
Expx =wu,ona A € Zf,.
Soit alors s une sous-algébre de Lie semi-simple de g contenant t. On a vu, dans la
remarque complétement a la fin de la partie 1.4, qu'il existe € u™ tel que Exp(x)P €
Y55()\) et B, = AT (s). Ainsi, A\ € ZSB, = ZA™ (s) (propriété ci-dessus appliquée & w = 1
et u = Expz).

Réciproquement, on suppose que, pour toute sous-algebre de Lie semi-simple de g
contenant t, A € ZA™ (s).
Soit w € N(T) et € u™ tels que wExp(x)P € Y*%(\). Si ZS; est un sous-réseau
d’indice fini dans @, alors 5, est ’ensemble des racines positives d’une sous-algébre de
Lie semi-simple de g contenant t. D’ow, par hypothése, A € ZS,;, ce qui termine I’étude
de ce cas.
Supposons donc que ZS; n’est pas d’indice fini dans (). On prend alors un ensemble de
racines simples oy = {a,,...,q;;} C AT tel que

Q/Bx NQa, = {O} et QBy + Qo = QA+

(en notant, de maniere fort peu surprenante, pour tout sous-ensemble © C At QO =

Y oo QF), ie. le sous-Q-espace vectoriel Qo est un supplémentaire de QfB, dans le

Q-espace vectoriel de dimension finie QAT = @2:1 Qc;. Montrons qu’alors : !

Tor(A/ZB,) — Tor(A/(ZB: + Zawy)).
Pour cela, commencgons par voir que ’on a la suite exacte
0 — Zag —2 AJZBy 25 N(ZBy + Zay) — 0,

avec
YiA— AN+ 7S, et Vi N+ LBy — N+ (LPy + Zary).

1. Les phrases notées en gras nous permettront -espérons- de rendre plus claire la structure de cette
partie-la de la démonstration, en mettant en évidence les étapes importantes.
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En effet, ¢ est injective car QB, N Qa,, = {0}, ¢ est bien définie car

AN+ ZB,=N4ZBr= 3IE€ZLB/A=N+v
= AN (2B +Zay) =N+ v+ (ZBy + Zay) = N + (ZBy + Zavy),

et clairement surjective. De plus, si A+ Z8, € Im ¢, i.e. si A € Zay, alors
YN+ ZBz) =X+ (ZBs + Zag) =0+ (LB + Zaw),

et donc A + ZpB, € Kery. Réciproquement, soit A\ + Zf3, € Ker, i.e. A € Z8, + Zao,.
Alors, A s’écrit de maniére unique (car QB; N Qa, = {0}) vg + v, avec vg € ZB; et
Vo € Zavg. Par conséquent, X\ + ZS; = vy + ZBy = ¢(va) € Imp. D’ott Im ¢ = Ker 1.
On a ainsi bien la suite exacte annoncée, qui nous donne un isomorphisme
¢ (NZ2By)) Loy — N)(ZBy + Zavy).
On note de plus 7 la projection canonique A/ZB, — (A/ZB)/Za,. Alors,
pom:NZ1By, — N/ (ZBs + Zavy),

et on regarde ¢ o 7T|T0r(A/Zﬂz). Soit A\ + ZS, € Tor(A/ZB,), i.e. il existe n € N* tel que
nA € ZB,. Alors,

ng o m(A + Zfy) = nA + (LB + Zoy) = 0+ (ZBy + Zowy).

Do pom(A+7ZB;) € Tor(A/(ZB + Za)). On a ainsi, par restriction de ¢ ow, un
homomorphisme

[ Tor(A/ZBy) — Tor(A/(ZBy + Zay)).

Voyons alors que f est injective : soit A + Z3, € Ker f, i.e. A € Zf, + Za,. Le poids
A s’écrit alors de maniére unique vg + vq, avec vg € Zf; et v, € Zoy. De plus, comme
A+ Zp; € Tor(A/Zp,), il existe n € N* tel que n\ € ZS,. Donc

nvg + vy = N\ € Ly
et donc nvy = 0 (toujours car QB; N Qa, = {0}), i.e. v, = 0. Do
A+ 7ZBy = v3 + LBy = 0+ 2,
d’ou Ker f = {0+ Zp,}. Ainsi, f est injective et nous donne ce que 1’on voulait :
Tor(A/ZBy) — Tor(A/(ZBy + Zay)).
Soit alors s une sous-algébre de Lie semi-simple de g contenant t telle que

ZA*(s) = ZB, + Za.
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On prend y € u™ tel que B, = A*(s) et Exp(y)P € Y**()\) (une nouvelle fois grace a la
remarque de la fin de la partie 1.4), et on note u = Expx et v = Expy. On a, en utilisant
le lemme 1.7,

Tno 'Tv= (({teT/e*t)=1}C [({teT/e*(t)=1} =TNu 'Tu
aEBy a€By
(car B, C By). Montrons que cela nous permet d’obtenir :
(T No ') /(T Nv ' Tw)° — (T Nu ' Tu) /(T N u™ ' Tu)°.
Tout d’abord, grace aux lemmes 1.7 et 1.8,
(T T)/T N0 TP = (e T/ () =1}/ (Naep, (LT /() = 1})
~ Tor(A/ZBy)".

De méme,

(T Nu™Tu) /(T Nu™'Tu)® ~ Tor(A)Z3,)".
Or, on rappelle que I'on a montré que
Tor(A/ZB;) — Tor(A/Zpy).
D’ot, en passant aux duaux (le dual d’'un Z-module M est ici M),
Tor(A/Z3,)" — Tor(A/Z8,)",
i.e. ce que 1’on voulait :
(TNo ' Tw) /(T No " Tw)° — (T Nu ' Tu) /(T N u ' Tu)°.
A présent, comme wuP est (par hypothése) semi-stable, on a, par le lemme 1.6,

eA‘ =1,
(PN(wu)~1Twu)°

i.e. (d’aprés le lemme 1.5)

e)“ =1.
(TNu—1Tw)°

~—

De plus, d’aprés ce que 'on a supposé, A € ZA™(s) = Zf,, et donc (par le lemme 1.7)

Il
=

e

TNnv—1Twv
Finalement, on a montré que :

e =1
Tnv— 1Ty
e =1
(TNu=1Twu)°
(TNo ) /(T No 1Tv)° — (T Nu™Tu) /(T Nu™1Tu)°

Donc
e =1.
TNu—1Tu
Ainsi, par les conditions nécessaires et suffisantes obtenues au tout début de cette dé-
monstration, Lp(\) descend a Y/(\) J/ T. O
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1.6 Application du théoréme précédent selon le type de G

On va & présent utiliser le théoréme 1.1 afin d’obtenir explicitement les A € A} pour
lesquels le fibré en droites Lp(A) descend au GIT-quotient Y'(\) /T

Théoréme 1.2. Soit G un groupe algébrique simple connexe et simplement conneze
contenant un sous-groupe parabolique P. Soit X € Ap. Alors, le fibré en droites ample
T-linéarisé Lp(\) sur la variété de drapeau Y = G /P descend en un fibré en droites sur
le GIT-quotient Y (X) J T si et seulement si X est de la forme suivante, selon le type de
G :

1. Gdetype Ay (1>1) : X e Q.

2. G de type By (1>3) : X € 2Q.

3. Gdetype C; (1>2) : N€Z2a1 + -+ Z20y_1 + Zay = 2A.

4. G de type Dy : X € {n1aq 4 2n9a9 +n3ag+n4ay ; ni,na,ng,ng € Z, n1+ns+ny €
27}.

. Gdetype Dy 1>5) : A€ {2n1aq+---+2n_o0q_o+ni_1;_1+n0q 5 ny,...,n €
Z, ni_1 +ny € 27}.
6. G de type Go : \ € Zbay + Z2as.
7. G de type Fy : X\ € Zbay + Zbas + Z12a3 + 71204
8. G de type Eg : X € 6A.
9. G de type E7 : A € 12A.

10. G de type Eg : X € 60Q).

v

Démonstration. Comme on I’a dit, on va partir du résultat donné par le théoréme 1.5.
Mais cela nécessite de pouvoir déterminer les sous-algébres semi-simples de g contenant
t. Pour ce faire, nous allons utiliser le théoréme de Borel-Siebenthal [Wol84|, qui énonce
qu’on peut obtenir les diagrammes de Dynkin des sous-algébres semi-simples de g conte-
nant t en enlevant du diagramme de Dynkin étendu de g un sommet dont le coefficient
est 1 ou un nombre premier. De plus, la sous-algébre associée a un tel diagramme est
unique & conjugaison par W prés. On notera 6 la plus haute racine de g.

On ne va pas détailler tous les cas : beaucoup d’entre eux se ressemblent (au moins
dans la méthode a suivre; seuls les calculs changent). Le cas A; est immédiat, puisqu’il
n’existe dans ce cas aucune sous-algébre de Lie comme on cherche qui soit non triviale.
Le cas Gg est également particuliérement simple, puisque, en utilisant le théoréeme de
Borel-Siebenthal sur le diagramme de Dynkin étendu pour Go, on obtient simplement
un diagramme de Dynkin de type Az et un autre de type A; x A;. On va donc s’inté-
resser principalement aux cas B; et Fy4, qui sont plutdt intéressants et représentatifs de
ce qu’il se passe. Le cas B; nécessitant la connaissance préalable du cas D;, nous allons
commencer par ce dernier.

Cas D; (1 >4):
Rappelons dans ce cas ’allure du diagramme de Dynkin étendu :
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On a écrit & coté de chaque sommet en noir la racine désignée par ce sommet, et en bleu
le coefficient associé au sommet dans ce diagramme de Dynkin étendu. Rappelons que ces
coefficients sont obtenus en considérant ’expression de la plus haute racine en fonction
des racines simples : le coefficient associé au sommet "«;" est le coefficient devant «; dans
cette expression (ici, @ = a1 +2a + - -+ + 2052 + ;1 + ), et le coefficient associé au
sommet "—0" est toujours 1. Commencgons par traiter & part le cas de Dy, les résultats
obtenus différant 1égérement. Introduisons deux notations pratiques :

L(Xka 517"‘7/8]6)

désigne l'intersection des ZA™T(s), ou s parcourt I'ensemble des sous-algébres de Lie
semi-simples (contenant t) d’une algébre de Lie de type X dont les racines simples sont

B1, ..., Bk Autre notation : si M est un sous-réseau de @ ,
My = (] wM.
weW

Dans le cas de Dy, on a :

L(Dy; ai,...,as) = [L(Ar; o1)+ L(Ar; a3) + L(A1; o) + L(AL; —0)]w
(car, si on enléve un autre sommet que celui correspondant &
a, on ré-obtient Dy)
= [Za1 + Zag + Zoyg + ZQ]W
[Zoy + Zos + Loy + Z(ay + 202 + a3 + aq)]w
= [Zog + Z2ay + Zag + Zaglw .

Remarquons alors que le réseau Zaq + Z2ao + Zas + Zay n’est pas W-stable. En effet, en
utilisant la matrice de Cartan du systéme de racines Dy, que 'on rappelle ci-dessous, on
peut calculer I'image par la réflexion simple sy d’un élément njaq +2nsas+nsas+nqay €
Lo + L2009 + Zas + Zay -

2 -1 0 0

-1 2 -1 -1

0o -1 2 0|’

0O -1 0 2

sa(niag + 2ngag + ngas + naay) = niag + (N — 2ng + n3 + ng)az + n3as + naay.

Ainsi, comme ny — 2ng 4+ n3 + ng n’est pas nécessairement pair, on a so(Zay + Z2ag +
Zag + Lay) ¢ Lag + Z2ag + Zag + Zay. Considérons donc le sous-réseau suivant de ce
dernier :

L':{n1a1+2n2a2+n3a3+n4a4; nl,...,n4GZ/n1+2n2+n3+n4€2Z}.
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Ce sous-réseau L' est d’indice 2 dans Zag + Z2as + Zas + Zay et W-stable. Pour voir
ce dernier point, il suffit de regarder comme précédemment l'image d’un élément de L’
par les réflexions simples s1,...,s4. On ne va pas tout écrire, mais par exemple pour
so, en réutilisant le calcul précédent, on voit que, si niay + 2nsas + ngag + ngay €
L', alors ny — 2ns + n3 + ng est pair (car ny + n3 + ng lest), tout comme la somme
ny + (n1 — 2ng + n3 + ng) + ng + ng = 2ny — 2n9 + 2n3 + 2ny.

Ainsi, [Zag + Z2as + Zas + Zag]w est un sous-réseau strict de Zay + Z2ag + Zas + Zay
qui contient le sous-réseau L’ (d’indice 2). Donc :

L(Dy; aqy...,04) = L.

Passons au cas de D; (I > 5) :

1—2
L(Dys on, ... 00) = [((Z(Dis =0, 01, ... 0-1) + L(Di—is g, - -, 1))
i=2 w

(car, si on enléve un des sommets correspondant a 6, oy, o;_1, ou ¢y, on retombe sur D;
en entier), en considérant ici que Do = Ay et D3 = Az. On raisonne donc par récurrence
en supposant que, si 4 < k < [, L(Dg; ...) est de la forme donnée dans I’énoncé du
théoréme. Alors (car on connait les cas Ag, As),

L(Dy; ayy...,aq) = [(ZO+ Zoy + L'(as,...,q0))
N(Z60 + Zay + Zag 4+ L'(og + - - + ay))
N mi;i([/(ai*b cee, O, —9) + L/(ai+1, Ceey Odl))
ﬂ(L’(al_4, ce, 0, 9) 4+ Zoy_9 + Zog_q + Zal)
m(L/(Oél_g, <o, 00, _0) + Zal—l + Zal)]Wa

ol on a noté

ZPr+ -+ Lpy sik<4
L'(Bry...,Bk) =< {nif1+--+n4Bs; ni €7Z, no pair et > n; paire} sik=4
{3, niBi; ni €Z, nq,...,ng_o pairs et Y n; paire} sik >4
Ainsi,
L(Dy; ay,...,qq) = [L'(aq,...,0)]lw

(en remplagant 6 par son expression en fonction des «; et en calculant les intersections).

Or, L'(aq,...,0q) est W-invariant. On voit cela de la méme maniére que pour Dy, en
calculant I'image d’un élément de ce réseau par les réflexions simples sq, ..., 5.
Do L(D;; o, ..., q) = L'(a1,...,qq), ce qui est la forme annoncée dans I’énoncé.

Cas B; (1 >3):
Allure du diagramme de Dynkin étendu :
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1

\2 2 2

@ ----—--—-—--—--- *——0

(6D a1 o
1
°
—0

L(B;; a1,...,a0) = [(Za1+7Z6+ L(Bi_2; as,...,qp))

ﬂ(L(Ag ; O, O, —0) + L(Bl_g ; Oy ,Oq))
NOZH(L(Ds ;s i1, ... o0, —0) + L(Bi—i; qivn, ... )
ﬂ(L(Dl,Q s ap_g,...,a1,—0)+ L(Ca; a1, 0q))
N(L(Dy—1; p—9,...,01,—0) + Zey)

L(Dl y Xl _1,...,001, —H)h/v

(car, si on enléve le sommet correspondant & a; ou —6, on retrouve B;). On suppose alors
avoir déja prouvé le cas Co (qui n’est pas compliqué), on raisonne par récurrence et donc
suppose vrai le résultat annoncé pour Bg (3 < k < [) dans I’énoncé, et on reprend les
notations utilisées lorsque 1’on a traité le cas Dy :

L(B;;a1,...,q) = [(Zan +70+ Z2a3+ -+ + Z20y)
N(Zoy + Zog + 70 + 2204 + - - - + Z20y)
N ﬂﬁ;i(L’(ai_l, cenyan,—0) + 220041 - F Z2al)
ﬂ(L,(Oél_g, ce, 0, —0) + Z20y_1 + Zal)
ﬂ(L/(Ozl,g, ce, 0, —9) + Zal)
ﬂL,(Ozl_l, e, 0, —9)]W
= [ZQO&l + -+ ZQ@[}W
QI
— 20

(car @ est W-stable).

Cas Fy :
Diagramme de Dynkin étendu :
1 2 3 4 2

o—0—0———0—0
-0 o a2 a3  4q

Matrice de Cartan :

-1 2 -2 0
o -1 2 -1
0 0o -1 2
L(F4 ; a1, 2, O3, Oé4> = [(ZG + L(Cg ; 0,03, Oég)) N (L(AQ ; —9,0&1)

+L(Ag; a3, aq)) N L(By; —0, a1, a2, 3)|w
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(car le coefficient du sommet associé & ag n’est pas premier ni 1, et car, si on enléve
le sommet associé & —6, on retombe sur tout F4). En supposant cette fois-ci avoir déja
traité le cas Cg (guére plus compliqué que Cs),

L(Fy; a1,a9,a3,a4) = [(Z60 + 720y + 7203 + Za)
NZ6 + Zo + Zas + Zowy)
Q(ZQG + Z201 + Z2a9 + Z2043)]W
= [(Z2a1 + 220y + Z2a3 + ZO{Q)
Q(Z?)OJQ + Zoq + Zas + ZOJ4)
N(ZAay + 7201 + Z2a9 + Z2a3) |w
= [Z2a1 + Zbag + Z2a3 + Z40@W.

M

Considérons le sous-réseau L = Z6a + Z6cg + Z1203 + Z12aq de M. 1l est W-stable. En
effet, il suffit de calculer I'image de 6nja; + 6nsas + 12n3as + 12n40y € Z6ay + Zb6ao +
Z12as + Z12ay par les réflexions simples :

= 6(n2 — n1)ag + 6neas + 12n3as + 12n40y
=6nioq + 6(77,1 —no + 2n3)a2 + 12nzas + 12n404
= 6niag + 6noag + 12(ng — n3 + ng)ag + 12n404
= 6nia + 6neas + 12n3a3 + 12(713 — 7”L4)044.

s1(6nyaq + 6ngas + 12n3as + 12n404
32(6n1a1 + 6noas + 12n3ai3 + 12n404
s3(6nyaq + 6naas + 12n3as + 12n404
84(67110&1 + 6noas + 12n3ai3 + 12n404

~— — — —

Donc L C [M]w. Réciproquement, soit pu € [M]y. Alors, pour tout w € W, comme
[M] (N ew w' M, en particulier p € w™tM et donc wu € M. Or, pour tout w € W et
tout i € {1,2,3,4},

si(wp) = wp — (w) (0o,
Donc, pour tout w € W, wu(ay) € 6Z et wu(ay) € 4Z. De plus, le groupe de Weyl W
agit transitivement sur les racines (ou coracines) de méme longueur (voir par exemple
[Hum72|, partie 10.4, lemme C), ce qui est le cas de oy et as. Dot o) € Way. Ainsi,

wlay) € 6Z, p(ay) €6Z, et play) € 4Z.
Appliquons ceci & p = 2n1aq + 6ngas + 2nsas + 4ngay € [M]y : comme
p(ay) = 2n1a1(ay) + 6ngasz(ay) + 2nsas(ay) + 4ngaq(ay) = 4ny — 6ng,
Y%

play) = —2n1 + 12ny — 2na3,

p(ay) = —2n3 + 8ny,

on a 4ny — 6no € 6Z, —2n1 + 12no — 2n3 € 6Z, et —2ng + 8ny € 47Z. Ainsi, n1 € 3Z
et ng € 6Z, et donc p € Z6ay + Zbas + Z12as + Z4ay. Enfin, si on écrit p = 6nyag +
6ngao + 12n3as + 4ngay,

s3(p) = 6nyag + 6neas + (12(ng — ng) + 4ng)as — dngay.
Donc ng € 3Z et p € L. Ainsi,

L(F4 ; a1, g, O3, Oz4) = Z6aq + Zb6cg + 2123 + Z1204.
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Pour les cas non développés ici (i.e. Cj, Go, Eg, E7, et Eg), le lecteur intéressé pourra
se reporter & l'article de Shrawan Kumar [Kum08|. O
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2 Comportement quasi-polynomial par morceaux pour la
dimension des espaces de poids zéro

Cette section se base sur un autre article écrit par Shrawan Kumar, en collabora-
tion avec Dipendra Prasad [KP14]. L’objectif est cette fois-ci d’étudier la variation de
la dimension de l'espace de poids zéro de la représentation irréductible V()), lorsque
A parcourt ’ensemble des poids entiers dominants du tore maximal considéré. Le théo-
réme principal obtenu par Kumar et Prasad énonce que cette dimension est une fonc-
tion quasi-polynomiale par morceaux sur le cone polyédral des poids entiers dominants.
"Par morceaux" signifie que la fonction est définie par un quasi-polynéme sur différentes
"chambres", que 'on va définir (ce qui se traduit par une condition donnée par des in-
égalités linéaires). "Quasi-polyndomiale" signifie qu’elle est définie, sur chacune de ces
chambres, par un polynoéme sur différentes classes modulo un sous-réseau de @, que l'on
va définir également (ce qui se traduit par une condition arithmétique).

2.1 Définition du cadre de cette section

On considére & présent un groupe G, de nouveau algébrique, semi-simple et connexe
sur C, mais cette fois-ci adjoint au lieu de simplement connexe. On fixe toujours un tore
maximal 7" et un sous-groupe de Borel B tels que T' C B. On reprend les notations de la
partie 1.2 en ce qui concerne :

— les lettres gothiques pour les algébres de Lie;

— les ensembles des racines et racines positives, celui des racines simples;

— le groupe de Weyl, les réflexions simples ;

— les réseaux des racines, des poids, et des coracines;

I’ensemble des poids entiers dominants, et le groupe des caractéres de T';

— la représentation irréductible de G de plus haut poids un poids entier dominant.
Remarquons tout de méme une différence concernant le groupe X*(T') des caractéres de
T : par la méme méthode que précédemment -en prenant les dérivées-, on peut injecter
X*(T) dans t*. Par contre, a la différence de la section précédente -ou on avait X*(7T') ~ A-
,on a a présent X*(T) ~ @ car G est un groupe adjoint.

On définit de plus quelques autres objets : tout d’abord l’ensemble des poids entiers
dominants réguliers

AT = {Ae AT /Vi e [1,1], MaY) #0}.

On note également A(R) = A®zR le R-espace vectoriel engendré par le réseau des poids,
et AT(R) (respectivement ATT(R)) le cone engendré par At (respectivement ATT). Une
base du R-espace vectoriel A(R) est formée des poids fondamentaux : pour i € [[1,[], on
définit le i-éme poids fondamental par, pour toutj € [1,1],

wz(a;/) = 5i,j~
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Alors,
l l
AMR) =PRiwm et ATTR) = PR @
i=1 =1

On désignera de plus, pour tout A € A(R), 2x = (2i)ie[1, les coordonnées de A\ dans la
base (w1, ...,w).

Remarquons que 'on n’a pas pris, dans cette section, de sous-groupe parabolique de
G contenant B. En fait, le sous-groupe parabolique que ’on va considérer est B lui-méme.
On note donc & partir de maintenant Y = G/B et on a, pour tout caractére A € X*(T),
le méme fibré en droites T-linéarisé que dans la section 1 sur Y :

,C()\) =G XB C_)\.

Comme précédemment, ce fibré en droites est ample si et seulement si A € AT (i.e. A
est dominant régulier).

Définition 2.1. Si A € ATT(Q) = P._, Qfwi, on note Y*°(X) lensemble des points
semi-stables de Y par rapport au fibré en droites L(dN), pour tout d € N* tel que d\ €
ATT,

Deuz éléments A\, u € AT (R) sont dits GIT-équivalents si Y55(X\) = Y55(u).

Ce dernier point définit une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence pour
celle-ci sont appelées GIT-classes. Nous reviendrons dessus ultérieurement. Donnons a
présent deux définitions venant préciser des termes que 'on a utilisés au tout début de
cette section.

Définition 2.2. Soit S un sous-ensemble de A*. Une fonction f : S — Q est dite
polynomiale s’il existe un polynome f € Qlz1,..., 2] tel que, pour tout X € S, f(\) =

A~

f(z0)

Définition 2.3. Un céne polyédral rationnel C' dans ATT(R) est un sous-ensemble de
ATH(R) défini par un nombre fini d’inégalités linéaires a coefficients rationnels.
Pour toute forme R-linéaire f sur A(R) positive sur C,

fee €/ fe) = 0}(= Kex(f) N C)
est appelée une face de C.

Revenons maintenant sur les GIT-classes : comme on peut le voir -par exemple- dans
un article de Nicolas Ressayre [Res00], toute GIT-classe dans ATH(R) est lintérieur
d’un cone polyédral rationnel dans AT (R). De plus, il y a un nombre fini de telles
classes. Celles qui sont de dimension maximale (i.e. celle de A(R)) sont appelées chambres.
Notons-les C, . .., Cy et notons, pour tout k € [1, N], Yr(Cy) le GIT-quotient Y*5(\) /T
pour A € Cy,.

25



Remarque : Comme dans la partie 1.3, puisque, pour tout A € AT, I'espace de poids
zéro de V(A) est non trivial, on a que Y*5(\) # () pour tout A € AT+ (R).

Finissons cette partie par une derniére notation : on note t = {z € t/Vi €
[1,1], ai(z) € Ry} la chambre de Weyl fondamentale. On a clairement, en notant
(x1,...,x;) la base de t antéduale de base de t* formée des racines simples (a1, ..., q)

(i-e., pour tous i,j € [1,1], ovi(x;) = ds5),

l
t+ = @ R.ﬁ,_l'i.
i=1

2.2 Partie préliminaire au résultat principal (critére de Hilbert-Mumford
et utilisations)

La premiére chose que nous allons faire dans cette partie est donner le critére de
Hilbert-Mumford, qui permet de caractériser les points stables et semi-stables (et par
conséquent les points instables). Il faut pour cela commencer par définir le nombre
p=(x, o). On se base pour cela sur le chapitre 9 du livre d’Igor Dolgachev [Dol03].

Soient S un groupe réductif connexe et X C P une variété projective sur laquelle
S agit via une représentation linéaire p : S — GL, 41 (cela peut s’obtenir en prenant
un fibré en droites trés ample S-linéarisé sur X ; voir pour cela le chapitre 7 de [Dol03]).
Soient de plus £ un fibré en droites S-linéarisé sur X, et € X. On note z* € C*!
un représentant de x, i.e. [x*] = z. On sait, d’aprés la fin de la section 8.1 de [Dol03],
que z € X" (L) si et seulement si 0 € p(S)(z*). Ainsi, on peut détecter si le point x est
instable en trouvant un sous-groupe H de S tel que 0 € p(H)(z*). On va s’intéresser a
des sous-groupes trés particuliers de .S : les sous-groupes a un paramétre, dont I’ensemble
est noté X, (S). Soit o : C* — S un homomorphisme nous donnant un tel sous-groupe.
Cela nous donne une application réguliére

o,: C* —

t — plo(t)(z) "

Comme X est une variété projective, ce dernier se prolonge (de maniére unique) en une

application réguliére 5, : P! — X (car C* s’injecte de maniére dense dans P!, par

exemple par ¢ — [t : 1]). On pose alors y = 6,(0) € X. Ce point est C*-invariant

(pour laction de C* via o), donc la fibre de £ au-dessus de y est une représentation

de dimension 1 de C*. Elle est ainsi caractérisée par un caractére y de C*. Rappelons

enfin que les caractéres de C* sont en bijection avec Z. On note ¢ : X*(C*) — Z cette

bijection.

Définition 2.4. On définit Uentier u*(x,o) par

L
(

p=(z,0) = o(x)-
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On peut voir cet entier de maniére peut-étre un peu plus explicite en prenant des
coordonnées. Dans des coordonnées particuliére de C™*! (dans une base de vecteurs
propres pour l'action de o(C*)), il existe mo, ..., m, € Z tels que

Vit € C*, p(o(t))(x*) = (t™x0, ..., t"" xy),

en notant (xo,...,on) les coordonnées de x* dans la base choisie. On a alors plutot
facilement :
L .
x,0) = min (m;).
p(r.0) = min (m)

(On peut voir ceci dans [Dol03] ou dans [MFK94|. 1l faut simplement faire attention au
fait que les deux prennent des conventions opposées concernant le signe de cet entier.) On
a alors le critére de Hilbert-Mumford, qui justifie I'introduction de cet entier p*(x, o).

Proposition 2.1. (Critére de Hilbert-Mumford)
Soient S un groupe réductif connezxe agissant sur une variété projective X, L un fibré en
droites ample S-linéarisé sur X, et un point x € X. Alors,

reX®(L) <= VoeX.(9), y*(z,0)<0

et
re X (L) <= VoeX.(9), p~z,0)<0.

Démonstration. On peut 1a aussi la trouver dans [Dol03, MFK94]. De méme, il faut se
méfier des signes opposés choisis dans ces deux livres. O

Nous allons alors utiliser ce critére afin d’obtenir quelques résultats sur les points
stables et semi-stables dans le cadre défini lors de la partie précédente.

Lemme 2.2. Pour tout A € ATt 'ensemble Y*()\) des points stables est non vide.

Démonstration. Soient A € ATT et vy € V(A) \ {0} un vecteur de plus haut poids.
Considérons le plongement

i: Y P(V()

—
gB — [g.u)]

On a alors L(\) = 73 <0(1)|iA(Y)) (il s’agit exactement du méme genre de manipulations

que fait Dolgachev dans le chapitre 7 de [Dol03]). Posons
Ur={gB €Y /Ywe W, gy aune composante non nulle selon V(A),.x}

(ot 'on note, pour tout p € X*(T'), V(X), le sous-espace de V() de poids u). Montrons
que Uy # 0 :

Supposons que Uy = 0, i.e., pour tout gB € Y, il existe w € W tel que g.v) a une
composante nulle selon V(A),.. Alors, {g.vy ; gB € Y} est inclus dans une réunion
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d’hyperplans de V(). Par irréductibilité, il est donc inclus dans un de ces hyperplans.
Ceci contredit lirréductibilité de V(X), donc Uy n’est pas vide.

Montrons que Uy C Y?®()A) : c’est 1a que nous allons utiliser le critére de Hilbert-
Mumford. Il suffit de montrer que, pour tout gB € U) et tout 0 € X,(T') non constant,
N (gB, o) < 0. Soient gB € Uy et 0 € X.(T) non constant. On écrit

gy = Z vy,

peX*(T)

La dérivée de o en 1, que 'on va noter ici ¢/, est une application linéaire Lie(C*) — t.
Or, Lie(C*) ~ C, donc ¢’ est entiérement déterminée par sa valeur en 1, qui est un
élément de t, noté . Alors, d’aprés la deuxiéme maniére de voir u(x, o) (donnée juste
avant la proposition 2.1), (et car la dérivée en 1 de ¢ +— t™ est m,)

L(A)

1t = min{—u(); p € X*(T) /v, # 0}
= min{u(-0); p€Q /v, # 0}
(car X*(T) ~ Q C t¥)
< mingew ((w.A\)(—0))
(car, puisque gB € Uy, {wA; w e W} C{pn€Q /v, #0})
= mingew (A(—w.d)).

Soit & présent w € W tel que w.¢ € ty. Comme ¢ est non constant, & # 0 et w.g # 0.

De plus, A € AT, donc
l

A e PNm;.
i=1
Or, pour tout i € [1,1], w; € @221((@ N R )a; (il suffit de le vérifier selon le type de G
en regardant les planches I-IX dans [Bou68|). Donc AM(w.d) > 0 et A(—w.¢) < 0. Ainsi,
gB e Y3(\) et
0+£UyC YN,

O]

Proposition 2.3. Soit A\ € ATT. Alors, Y5(\) # Y55()\) si et seulement s’il existe
we W etie[l,1] tels que AM(w.z;) = 0.

Démonstration. Supposons tout d’abord que Y*#(\) # Y*¥(A). Soit alors z € Y semi-
stable mais non stable. Par le critére de Hilbert-Mumford, il existe dans ce cas o € X, (7))
non constant tel que p£™ (x, o) = 0. De plus, les ensembles Y(\) et Y55(\) sont N (T)-
stables : si s est une section T-invariante ne s’annulant pas en 2’ € Y et si w € N(T),
alors 8" : y — s(w1.y) est une section T-invariante (car w € N (7)) ne s’annulant pas en
w.z’. On peut donc faire agir W et, comme précédemment, envoyer ¢ dans ty. Quitte a
renommer o ce nouveau sous-groupe a un parameétre, on peut donc supposer que J € t;
(on dit que o est G-dominant).
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On pose alors zg = %in%) o(t).z, qui, d’aprés [MFK94| (juste avant le théoréme 2.1.)
—

est semi-stable car x I’est. Considérons & présent 1’action de C* sur G suivante :
Vt € C*, Vg € G, t.g=o(t)go(t)™ .

On note G7 le sous-groupe des points fixes pour cette action. On sait qu’il s’agit d’un
sous-groupe de Levi connexe de G. On note de plus Wge le groupe de Weyl de G et
WE? Iensemble des représentants de longueur minimale des classes dans W/ Wee.
Via o, C* agit également sur Y (car T agit sur Y') et, si Y7 est ’ensemble des points
fixes pour cette action,
Y= || Gw'B
weWG?

(cela provient de la décomposition de Bruhat). Vu que 2o € Y7, il existe w € W’ tel
que zg € G°w ™' B. Ainsi, par les lemmes 1.3 et 1.2,

w e Z Lo,
a, €I1(G)

ou II(G7) est 'ensemble des racines simples de G?. De plus, G? est un sous-groupe de
Levi propre de G (car o est non constant). Il existe donc o; € IT \ II(G?). On a ainsi :

Mw.z;) = (w™ LA\ (z;) =0
(car, pour tout j € [1,1], a;(x;) = 6;5)-

Réciproquement, supposons qu’il existe w € W et i € [1,[] tels que \(w.z;) =
0. En notant, pour tout j € [1,1], L; le sous-groupe de Levi de G' contenant T tel que
II(L;) =11\ {e;}, on a donc :

whe Z L.
o €(Li)

En outre,
\V/IGW.,A /'i:)‘ . ,~i =0,
w' € Wi, AM(ww').zi) = Mw.(w'.z;))
=%,

donc A(w.z;) = 0 ne dépend que de la classe de w modulo Wy, et on peut ainsi choisir
w € Wki. Alors, w™'.\ est un poids dominant pour L; (pour obtenir cela, il suffit de
faire le calcul en utilisant que w € Wti & Va € AT(L;), w.a € AT).

Soit v,-1., € V(A) \ {0} un vecteur de poids w1\, C’est alors un vecteur de plus haut
poids pour L; : en effet, comme, pour tout a; € II(L;), [w™ A+ aj] > |Al, w™LA + o
n’est pas un poids de V(\).

Ainsi, le sous-L;-module Vi, (w™t.\) de V()\) engendré par v,-1, est un L;-module
irréductible. De plus, par le lemme 1.2, puisque w™'.\ € ZII(L;), Vz,(w™!.\) contient
le sous-espace de poids zéro de V(A). D'ou, en appliquant le lemme 1.3 & la variété
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7Z = Liw !B, il existe g € L; tel que gw™'B € X% ().
Il nous reste & montrer que gw™'B n’est pas stable en utilisant de nouveau le critére de
Hilbert-Mumford. On définit le sous-groupe & un parameétre suivant :

oi: C- — T
t — Exp(ta;)

Alors, comme g € L; et par définition de z;, g fixe o;. Par conséquent,
Mﬁ()\) (gw_le Ui) - ME()\) (w_lB, Ui) =0,

ce qui se vérifie par le calcul en utilisant la deuxiéme facon de voir uﬁ(a:, o) (juste avant
la proposition 2.1). Ainsi, gw ™! B n’est pas stable et donc gw™!B € Y*(\)\ Y*()\). O

Ce dernier résultat, ainsi que deux autres de Dolgachev et Hu [DH98| que nous n’écri-
rons pas ici, vont nous permettre d’obtenir une caractérisation des chambres C1,...,Cxn
définies dans la partie 2.1. Pour cela, on définit, pour tous w € W et i € [1,1], 'hyperplan
de A(R) suivant, fortement lié au résultat précédent :

Hyi = {) € AR) / Mw.z;) = 0}.

Corollaire 2.4. Les chambres C1,...,CyN sont exactement les composanies connexes de

ATT(R) \ U Hus

weW, i€[1,1]

Démonstration. Cela provient immédiatement de la proposition 2.3 et des théorémes
3.3.2 et 3.4.2 de [DH98. O

Avant d’énoncer et démontrer un dernier résultat dans cette partie, rappelons qu’il
existe un sous-réseau I' de @ tel que, pour tout A € ATt NT, le fibré en droites £()\)
descend en un fibré en droites noté £(\) sur le GIT-quotient Y*(\) / T. Ce réseau T
dépend du type de G et est donné par le théoréme 1.2.

Lemme 2.5. Pour tout k € [1,N] et tout A € T', le fibré en droites L()\) descend en un
fibré en droites (que U'on notera Lo, (X)) sur le GIT-quotient Y7 (Cy,).

Démonstration. Soit k € [1, N]. Comme nous venons de le rappeler, par le théoréme 1.2,
si A € ATt NI, alors £(\) descend & Y*5()\) /T. Donc, si A € I'NCy, alors £(\) descend
a Yr(Cy) en un fibré en droites que 1'on note L, (A) (en effet : TN C, € AT NT).

Soit Z(I' N Ck) le sous-groupe de T' engendré par I' N Cg, qui est un semi-groupe
(Paddition est une loi de composition interne associative). Tout A € Z(I' N Cy) s’écrit
alors A1 — A2, avec A1, Ao € ' N C. Pour un tel A = A1 — A2, on définit :

~

Lo () = Lo (M) © Ley (M)
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Pour montrer que ce ﬁck(/\) est bien défini, il faut justifier que la définition précédente
ne dépend pas de la décomposition A = Ay — A9 choisie. On suppose donc que A\; — Ay =
A =X — A, avec A1, Ao, Aj, Ay € I'N Cy. Alors,

)\1+/\/2:/\/1+)\2 eI'NnCy,
et donc ) R
Lc, (A + )\/2) =Lc, ()\/1 + A2).
De plus, par unicité de Lc, (N) (voir par exemple [Tel00]), Lo, (A1 + Ny) ~ Loy, (M) ®
Lc, (Ay) (idem pour A + A2). D’ou
Low(M) @ Loy (X) = Lo, (M) © Loy (V),
i.e.
Le (M2)" ® Loy (M) 2 Ly (X)) @ Loy (Xo)*

(car, pour tout fibré en droites £, £L® L* est le fibré trivial). Ainsi, /jck (M) est bien défini
pour A € Z(I' N Cy).

Montrons enfin que Z(I' N Ck) = T' : commengons par remarquer que, d’aprés le
corollaire 2.4, Cj, est un coéne convexe ouvert dans A(R). Soit (y1,...,7;) une Z-base de
I'. On prend une norme sur A(R) (peu importe laquelle : elles sont toutes équivalentes
puisque A(R) est de dimension finie /). Notons d = max;c[ g [|7:]|- 1l existe alors v €
I' N Cy, tel que la boule boule fermée de centre v et de rayon d soit contenue dans Cy :

Ck

Alors, pour tout i € [1,1]], v + ~; est dans cette boule, et donc v + v; € T' N C. Ainsi,
vi =7+% —7v € Z(I'NCy). Finalement, I' C Z(I'NCy). D’ou I' = Z(I' N C%) ('inclusion
réciproque étant évidente puisque (I, +) est un groupe).

Ainsi, L¢, (M) est bien défini pour tout A € T. O

2.3 Le théoréme principal

On va maintenant pouvoir obtenir le résultat annoncé au tout début de cette sec-
tion 2 : le fait que la dimension de ’espace de poids zéro de V(\) est une fonction (de
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A) quasi-polynomiale par morceaux ("par morceaux " car le polynome va dépendre de la
chambre Cj dans laquelle on se trouve, et "quasi-" car il va également dépendre d’une
classe ;1 + T sur laquelle on se place). Afin de I'énoncer, on note, pour tout A € A, V/(\)g
le sous-espace de poids zéro de V' (\). De plus, on définit

po: AT — N
A — dimV(\)g

La démonstration du résultat qui suit utilise des résultats importants et complexes de
Geometric Invariant Theory (comme le théoréme de Borel-Weil-Bott) et de géométrie
algébrique (le théoréme de Riemann-Roch), que nous n’avons absolument pas la place
de détailler (ce n’est en plus pas spécialement le but de ce mémoire), et méme, pas eu
le temps d’étudier précisément pendant le stage. Nous donnerons donc simplement des
références dans lesquelles on peut trouver ces théories et théorémes : [Per95, Har77| pour
la cohomologie de éech, [FH91, Kos61| pour les théorémes de Borel-Weil et Borel-Weil-
Bott, et [Ful84] pour le théoréeme de Riemann-Roch, les groupes de Chow, et les classes
de Chern. On utilisera également beaucoup un article de C. Teleman |Tel00].

Théoréme 2.1. Soit G un groupe algébrique simple, adjoint, et connexe. Soient p € Q)
et i = p+ T sa classe modulo T'. Alors, pour tout k € [1,N], il existe une fonction
polynomiale fzy : A(R) — R de degré au plus $AT — 1, a coefficients rationnels, telle
que :

VAECrNE,  po(A) = far(N),

en notant Cy, l’adhérence de Cy dans A(R). De plus, fry a pour terme constant 1.

Démonstration. Tout d’abord on a, par le théoréeme de Borel-Weil-Bott, pour tout A €
AT,
{ dim (HO Y, L(\ T)

dim (HP(Y, £()\))) :0 Vp € N*

(car ce théoréme nous donne que HP(Y, L())) est trivial pour tout p sauf un seul -ici 0-,
pour lequel on obtient V/(A)*).

Soit k € [1, N]. On commence par le cas o A € Cy N . Notons 7 : Y*¥(Cf) —
Yr(Cy) la projection canonique. Pour tout faisceau F T-équivariant sur Y*°(Cy), on
définit le faisceau ml (F) T-invariant qui est I'image directe de F comme faisceau sur
Y7 (C)) dont les sections sur tout ouvert U sont les sections T-invariantes de F sur

7~ 1(U). Alors, par le lemme 2.5 et par la formule de projection pour 7.

T (L) = 7l (L) © LA = ).
D’autre part, par une remarque de [Tel00] (3.3 (i)) ou une de [Per95],
» [ H(Y,L(\)T sip=0
H (YT(Ck)’WZ(ﬁ()\>)) _{ {0} sinon ’
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et donc

po(N) = x (Yr(Cr), w (L(N)) ,
ou x deésigne la caractéristique d’Euler-Poincaré (si Z est une variété projective et F un
faisceau cohérent sur Z, x(Z,F) = Y5 (~1) dim H'(Z, F)).
Mais, maintenant, pour obtenir le polyndéme cherché, il nous faut considérer une Z-base
(71,-..,7) de I'. Notre A précédent s’écrit alors p + 22:1 a;vi, avec ai,...,a; € Z. De
plus on a, par ce qui précéde,

l
7L () = 7L (L) @ £, (3 aim).

i=1

Ainsi, en appliquant le théoréme de Riemann-Roch pour des variétés singuliéres (théo-
réme 18.3 de [Ful84] au faisceau 71 (L())),

(N = x (Yr(Cr), 7T (L(N)))

K / (arer () + - - + aer ()"
Y- 7’L'

n—=0" YT (Ck)

ott 7(mX'(L(w))) est une classe du groupe de Chow A, (Y7(Cy))®zQ et, pour tout i € [1,1],
c1(7;) est la premiére classe de Chern du fibré en droites ﬁck (7i). Comme, pour n assez
grand (> dimc(Yr(Cy))), (arei(m) + -+ + ager(y))™ vit dans un H® qui est nul, on
obtient que, pour A € C;, N[, po(A) est bien un polynoéme fgy a coefficients rationnels
en les variables ay,...,q;.

De plus, comme (par le lemme 2.2) Y*¥(Ck) # 0, dim(Y7(Ck)) = dimc(Y) — . Ainsi, le
degré de fr . est au plus dimg(Y') — [, ce qui termine le cas A € Cy N .

Soit désormais A € O N . On prend alors P I'unique sous-groupe parabolique de G
contenant B tel que £()\) descend en un fibré en droites ample £ (\) sur YZ = G/P
via la projection canonique q : G/B — G/P. Supposons que p € Ci N Q.

D’aprés le paragraphe 1.2 de [Tel00] appliqué a ¢, on a que ¢*(LF(\)) est, pour tout petit
rationnel ¢ > 0, adapté & la stratification induite sur Y par ¢*(LF(\)) + eL()\). Ainsi,
d’apres le théoréme 3.2.a et la remarque 3.3 de [Tel00], on obtient

po(A) = x (Yr(Cr), ml " (£P(N)) = x (Y(Cr), i (L(N))) -

En utilisant alors de nouveau le théoréme de Riemann-Roch comme & la fin du cas
précédent, on a que pg(A) = frr(A) pour A € Cp N1

De plus, d’aprés 'expression donnée par Riemann-Roch, le terme constant de fr, est
X (Yr(Cy), ml (£(0))) -

Or, comme £9(0) = 1, ce terme vaut 1 par ce qui précéde. ]
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2.4 Exemples d’obtention des polynémes f;

On peut remarquer que le théoréme précédent et sa démonstration ne donnent pas
d’expression explicite pour obtenir ces polynémes, ce qui en rend la détermination trés
compliquée en général. On va pouvoir les calculer dans certains cas particuliers en utili-
sant des lois de branchements connues sur certains groupes. C’est le cas pour des groupes
de types Ag et Bo, et I'on va commencer par cela. Cela permettra ensuite d’obtenir I'ex-
pression de la dimension du sous-espace de poids zéro pour le groupe GL4(C).

2.4.1 Cas de groupes de type A et By

Commencons par le cas As. On va chercher & calculer la dimension du sous-espace de
poids zéro d’une représentation irréductible de GL3(C). Rappelons pour cela un certain
nombre de propriétés bien connues propres & ces représentations particuliéres, que 'on
peut trouver dans [GW09].

Tout d’abord, les représentations irréductibles de GL3(C) sont caractérisées par leur

plus haut poids, qui correspond & un triplet d’entiers A1, Ao, A3 tels que A\ > Ay > As.
De plus, pour une représentation irréductible de plus haut poids Ay > Ao > A3, une
condition nécessaire et suffisante pour avoir un sous-espace de poids zéro non trivial est
d’étre de caractére central trivial (i.e. le centre de GL3(C) agit trivialement), ce qui se
traduit par A1 + Ay + A3 = 0.
En outre, pour déterminer ’espace de poids zéro d’une telle représentation, il suffit de
la restreindre & GL2(C) (en identifiant GL2(C) & un sous-ensemble de GL3(C)). Elle se
décompose alors en une somme de représentations irréductibles caractérisées par leurs
plus hauts poids, qui sont les couples (i1, pu2) d’entiers tels que

AL > 1 > Ay > i > Az,

et qui apparaissent avec multiplicité 1 (ceci est la loi de branchement de Gelfand-Zetlin,
que l'on connait pour GL,(C)). On regarde ensuite, parmi ces représentations irréduc-
tibles de GL2(C), lesquelles possédent un sous-espace de poids zéro non trivial : il s’agit
de celles qui sont de caractére central trivial (i.e. p; + p2 = 0), et dans ce cas l'espace de
poids zéro est de dimension 1. Il nous reste enfin & ajouter ces dimensions pour obtenir la
dimension du sous-espace de poids zéro de la représentation de GL3(C) de départ. Cela
nous permet d’obtenir la :

Proposition 2.6. Soit V(A1, A2, A3) une représentation irréductible de GL3(C) de plus
haut poids A1 > Ay > A3, et de caractére central trivial, i.e. A1 + Ao + A3 = 0. Alors,
Uespace de poids zéro de V (A1, A2, A3) est de dimension

AM—X+1 x>0
d—Xd3+1 sid <0

Démonstration. La seule chose a faire, vu ce qu’on a dit auparavant, est de compter le
nombres de couples (u1, p2) d’entiers tels que

AL > 1 > Ao > g > A3
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et p1 + pe = 0. Cette derniére condition nous montre qu'il suffit de choisir p1 (ou peo)
pour déterminer entiérement le couple.

Premier cas : A2 > 0. On voit qu’alors, les seules possibilités qui conviennent pour g
sont A\; > p1 > Ao(> 0). De plus, chacune de ces possibilités donne un po valide car
po=—pu <0< Ao, et ‘)\3‘ = ‘—)\1—A2’ > )1 et donc U2 > A3. Ainsi, ilya)\l—/\g—‘rl
couples (p1, 2) qui conviennent.

Deuxiéme cas : As < 0. On fait exactement pareil, mais pour uo : les seules possi-
bilités sont (0 >)A\y > 2 > A3, et chacune d’entre elles donne un p valide (pour les
mémes raisons qu’au premier cas pour po). Ainsi, il y a A2 — A3 + 1 couples (p1, po) qui
conviennent. O

Remarque : Dans le cas de GL3(C), on voit qu’il s’agit d’un polynome (et pas seule-
ment d’un quasi-polynome), et qu’il est défini en deux morceaux. Ce n’est pas surprenant
car il y a bien deux chambres dans ce cas, et I' = Q.

Passons au cas d’un groupe de type Bs et faisons la méme chose pour le groupe

SO5(C). De méme, commencons par rappeler certaines propriétés des représentations
irréductibles de ce groupe (que 'on peut de nouveau trouver dans [GW09]).
Les représentations irréductibles de SO5(C) sont paramétrées par leur plus hauts poids,
qui correspond a un couple d’entiers Ai, \s tels que A\; > Ao > 0. La loi de branchement
connue pour ce groupe nous dit que, si on considére une telle représentation et qu’on la
restreint & SO4(C), elle se décompose en une somme de représentations irréductibles de
SO4(C), dont les plus hauts poids sont les couples (11, p2) d’entiers tels que

AL > g > A > |pel,

et qui apparaissent avec multiplicité 1. De plus, ces représentations de SO4(C) possédent
un sous-espace de poids zéro non trivial si et seulement si elles sont de caractére central
trivial, ce qui se traduit par p1 + pe € 2Z. Dans ce cas, ce sous-espace est de dimension
1. Pour obtenir le sous-espace de poids zéro de la représentation de SO5(C) de départ, il
suffit alors d’ajouter ces sous-espaces.

Proposition 2.7. Soit V(A\1, \2) une représentation irréductible de SO5(C) de plus haut
poids \1 > Ao > 0. Alors, le sous-espace de poids zéro de V (A1, \a) est de dimension

A+ A
(A1 — A2) A2 + At A2 4+ 1 st A+ Ao est pair
1 .
(A — A2)Ae + % st A1 + Ao est impair

Démonstration. D’aprés ce qui précéde, on cherche & compter le nombre de couples
(u1, o) d’entiers tels que
AL > 1 > Ao > gl

et w1 + po est pair.
On a donc, sans tenir compte de la parité, (A\; — A2 + 1) possibilités pour p;i. De plus, si
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. . Al — A2 +2 . . . .
A1 et A9 sont pairs, il y a parmi ceux-1a 22 T2 ontiers 11 qui sont pairs. Si A1 et Ao

2 . . . 14
entiers p pairs. Enfin, si exactement un élément

Al — A 1
de {A\1, A2} est pair, il y a alors % entiers p pairs.

sont impairs, il y a seulement

D’autre part, @1 et po doivent avoir la méme parité, et on doit avoir —Xo < g < Ao,

Ceci nous donne :
— Si A2 est pair, (A2 + 1) entiers ug pairs et A2 entiers po impairs.

— Si Ao est impair, Ao entiers ug pairs et (Ay + 1) entiers o impairs.

Avec tout ceci, on peut sans probléme faire le calcul du nombre de couples (p1, p2)

qui conviennent.

Premier cas : A\{ + Ay est pair.
— Si A et A9 sont pairs, le nombre de couples cherchés est :

Al — A+ 2 Al — A
%()\2 + 1) + ITQ )\2
—— ~~
V. W2 pairs ¥ uo impairs
w1 pairs @1 impairs
— Si A1 et Ay sont pairs, ce nombre est :
AL — A Al — A2+ 2
% Ay A+ %()\2 +1).
~—~ N —
H’.—/,UQ pairs 5’._/;12 impairs
©1 pairs p1 impairs
On voit que dans les deux cas, cela nous donne
A1+ A
()\1 — )\2))\2 + % + 1.

Deuxiéme cas : A\ + Ao est impair.
— Si Ap est pair et Ay est impair, le nombre de couples cherchés est :

Al — A +1 Al —A+1

2
2 ~— 2
—_— airs  ———~——— ,
©1 pairs H2 p p1 impairs 2 lmpalrs

— Si Aq est impair et Ao est pair, ce nombre est :

Al — Ao +1 Al — A +1
%(AZ + 1) + % )\2
N—— ~—
v o pairs ey p2 impairs
[1 pairs (1 impairs

Cela nous donne dans les deux cas
A1+ A +1

()\1 — )\2))\2 + 7
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Remarque : Dans le cas de SO5(C), on voit donc qu’il s’agit d’'un quasi-polynéme
(cela se traduit par la condition sur la parité de A; + A\2), mais qui n’est pas défini par
morceaux sur des chambres différentes. En effet, dans ce cas-1a, il n’y a qu’une chambre,
mais I" est d’indice 2 dans Q.

2.4.2 Cas du groupe GL4(C)

Finissons par un résultat similaire & ceux montrés dans la sous-partie précédente,
mais concernant cette fois-ci le groupe GL4(C). On ne va pas détailler sa démonstration
car elle serait tres longue a écrire (cing pages dans larticle de Kumar et Prasad [KP14])
et n’apporterait pas grand chose : cela fonctionne exactement sur les mémes principes
que dans les cas précédents, sauf qu’il faut distinguer un bien plus grand nombre de cas.
On donne simplement ce résultat pour montrer qu’il est possible d’obtenir ’expression
de la dimension du sous-espace de poids zéro pour des groupes un peu plus "gros" que
GL3(C) et SO5(C), mais que cela devient tout de méme déja assez fastidieux pour des
groupes comme GL4(C), qui ne sont pas franchement considérés comme "ingérables"...

Proposition 2.8. Soit V' une représentation irréductible de GL4(C) de plus haut poids
A1 > Aa > A3 > Ay, et de caractére central trivial (i.e. A\1 + Ao+ A3 + Ay = 0). Alors, la
dimension du sous-espace de poids zéro de V est

1()\2*)\:ﬁLl)()\?)*)\4+1)()\2*)\4+2) 51 X2 <0
%()\1 Ao+ 1A= A3+ 1) (M — A3 +2) si A3 >0
%()\4—/\3—1)(2)\3—)\1)\2—)\3)\4—)\14—)\3—2) $idg>0,A3 <0, A +M>0
3()\2—/\1—1)(2)\§—A1)\2—A3)\4+)\4—)\2—2) 5ida > 0,A3 <0,A + M\ <0

Démonstration. Elle peut étre trouvée entierement dans [KP14]. Il s’agit simplement,
comme pour GL3(C), de restreindre V' a GL3(C), de la décomposer en somme de repré-
sentations irréductibles de ce groupe (en utilisant la loi de branchement pour GL,(C),
que l'on a rappelée pour GL3(C)), et de regarder les sous-espaces de poids zéro de ces
derniéres, en utilisant le résultat de la proposition 2.6. O

Remarque : On remarque de nouveau, dans ce cas (type Asz), que I'on obtient un
polynéme défini par morceaux (quatre, cette fois-ci), comme pour le cas du type Ag. La
encore, ce résultat n’est pas surprenant car I' = @) et il y a quatre chambres dans le cas
As.
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